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1. Bir f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + · · · + a1X + a0 ∈ Z[X] polinomu verilsin. Buna kar-
³�l�k f(X) ∈ (Z/mZ)[X] poinomunu f(X) = anX

n + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0 ile

tan�mlayal�m.

(a) Gösteriniz ki f(x) = 0 denkleminin Z'de bir çözümü varsa, f(x) = 0 denkleminin
de Z/mZ'de bir çözümü vard�r. Kar³�t örnek vererek bu iddian�n tersinin do§ru
olmad�§�n� gösteriniz.

(b) Gösteriniz ki, bir a tamsay�s� verildi§inde, f(a) ≡ 0 (mod m) olmas� için gerek ve
yeter ko³ul Z/mZ 'de, f(a) = 0 olmas�d�r.

2. Do§rusal kalanda³l�k denlemlerinden faydalanarak Z/mZ halkas�nda,

(a) Gösteriniz ki, ax = 1 denkleminin çözümünün mevcut olabilmesi için gerek ve yeter
ko³ul ebob(a,m) = 1 olmas�d�r.

(b) Gösteriniz ki, ax = 1 denkleminin çözümü varsa, bu çözüm biriciktir.

3. TANIM: E§er a ∈ Z/mZ için ax = 1 denkleminin çözümü varsa, �a, Z/mZ halka-
s�n�n tersinir (veya birimsel) eleman�d�r� denir ve denklemin (a)−1 ile gösterilen çözü-
müne �a 'n�n Z/mZ içindeki tersi� denir. Z/mZ halkas�n�n tersinir elemanlar�n�n kümesi
U(Z/mZ) ile gösterilir A³a§�daki ³�klarda, verilen Z/mZ halkalar� için U(Z/mZ) `yi
yaz�n�z:

(a) Z/25Z
(b) Z/48Z
(c) Z/71Z

4. U(Z/mZ)'de
(a) Gösteriniz ki, her a, b ∈ U(Z/mZ) için, ab ∈ U(Z/mZ)'dir.
(b) Gösteriniz ki, 1 ∈ U(Z/mZ)'dir.
(c) Gösteriniz ki, her a ∈ U(Z/mZ) için (a)−1 ∈ U(Z/mZ)'dir.

5. Gösteriniz ki, ax +my = 1 Diyofant denkleminin çözümünün mevcut olmas� için gerek
ve yeter ko³ul, a ∈ U(Z/mZ) olmas�d�r.

6. TANIM (GRUP): Verilen bir G kümesi ve G üzerinde tan�ml� bir ∗ i³lemi,

(a) Her a, b ∈ G için a ∗ b ∈ G

(b) Her a, b, c ∈ G için (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)
(c) ∃e ∈ G, a ∗ e = e ∗ a = a

(d) Her a ∈ G için ∃b ∈ G; öyle ki, a ∗ b = b ∗ a = e



ko³ullar�n� sa§l�yorsa, G'ye �∗� i³lemiyle birlikte bir grup ad� verilir. E§er �∗� i³lemi
de§i³meliyse; yani yukar�daki özelliklere ek olarak her a, b ∈ G için a ∗ b = b ∗ a ise,
G'ye de§i³meli grup (veya abelyen grup) ad� verilir. E§er G, üzerindeki �∗� i³lemiyle bir
grupsa, bunu belirtmek için (G, ∗) notasyonu kullan�yoruz.
Gösteriniz ki, U(Z/mZ), Z/mZ üzerindeki ⊗ i³lemiyle birlikte de§i³meli bir gruptur.

7. TANIM1: G sonlu bir küme olmak üzere, (G, ∗) grubunun | G | ile gösterilen mertebesi
G'nin eleman say�s� olarak tan�mlan�r.
TANIM2: Verilen bir (G, ∗) grubunda, bir g ∈ G için g'nin | g | ile gösterilen mertebesi,
gk = e ko³ulunu sa§layan en küçük k tamsay�s�d�r.

E§er | G |= n ise, her g ∈ G için gn = e oldu§u bilindi§ine göre a³a§�dakileri cevaplay�n�z.

(a) Her g ∈ G için, | g |≤ n;

(b) Her g ∈ G için, |g|
∣∣n `dir.

(c) Herhangi bir k pozitif tamsay�s� ve her g ∈ G için

|gk| = |g|
ebob(k, |g|)

8. TANIM 1: BirH halkas�nda, verilen a 6= 0 eleman� için, ab = 0 olacak ³ekilde 0 6= b ∈ H
var ise, a'ya H halkas�n�n s�f�r bölenidir denir. E§er H'nin hiç s�f�r böleni yoksa, H'ye
s�f�r bölensizdir denir.
TANIM 2: Birimli, de§i³meli, s�f�r bölensiz bir halkaya taml�k bölgesi denir.
TANIM 3: 0 d�³�ndaki tüm elemanlar� tersinir olan taml�k bölgelerine cisim ad� verilir.

(a) Gösteriniz ki, p asal say�ysa, Z/pZ cisimdir.

(b) Asal olmayan her m pozitif tamsay�s� için Z/mZ cisim de§ildir. Gösteriniz.

9. ebob(a,m) = 1 olmak üzere a³a§�dakileri kan�tlay�n�z.

(a) ordm(a)|ϕ(m);

(b) ak ≡ 1 (mod m) ancak ve ancak ordm(a)|k ise;

(c) ordm(a
k) =

ordm(a)

ebob(k, ordm(a))

10. Gösteriniz ki, ebob(a,m) = 1 olmak üzere ordm(a) = ϕ(m) olabilmesi için gerek ve yeter
ko³ul U(Z/mZ) nin devirli grup olmas� ve 〈a〉 = U(Z/mZ) olmas�d�r.


