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Calisma Sorular: 2

1. Bir f(X) = ap, X" + a1 X" '+ -+ a1 X + ag € Z[X] polinomu verilsin. Buna kar-
silik f(X) € (Z/mZ)[X] poinomunu f(X) = @, X" + @G X" ' + -+ @ X + 7 ile

tanimlayalim.

(a) Gosteriniz ki f(z) = 0 denkleminin Z’de bir ¢oziimii varsa, f(z) = 0 denkleminin
de Z/mZ’de bir ¢oziimii vardir. Karsit 6érnek vererek bu iddianin tersinin dogru
olmadigini gbsteriniz.

(b) Gosteriniz ki, bir a tamsayis1 verildiginde, f(a) = 0 (mod m) olmas i¢in gerek ve

yeter kogsul Z/mZ 'de, f(a) = 0 olmasidir.

2. Dogrusal kalandaghk denlemlerinden faydalanarak Z/mZ halkasinda,

(a) Gosteriniz ki, ar = 1 denkleminin ¢dziimiiniin mevcut olabilmesi igin gerek ve yeter
kogul ebob(a, m) = 1 olmasidir.

(b) Gosteriniz ki, ar = 1 denkleminin ¢6ziimii varsa, bu ¢oziim biriciktir.

3. TANIM: Eger @ € Z/mZ i¢in ax = 1 denkleminin ¢oziimii varsa, “a, Z/mZ halka-
s tersinir (veya birimsel) elemanidir” denir ve denklemin (@)~' ile gdsterilen ¢ozii-
miine “@ ‘min Z/mZ i¢indeki tersi” denir. Z/mZ halkasinin tersinir elemanlarimin kiimesi
U(Z/mZ) ile gosterilir Asagidaki siklarda, verilen Z/mZ halkalan icin U(Z/mZ) ‘yi
yaziniz:

(a) Z/25Z
(b) Z/AS8Z
(c) Z/T1Z

4. U(Z/mZ) de
(a) Gésteriniz ki, her @,b € U(Z/mZ) i¢in, ab € U(Z/mZ) dir.
(b) Gésteriniz ki, 1 € U(Z/mZ) dir.
(c) Gosteriniz ki, her @ € U(Z/mZ) i¢in (@) € U(Z/mZ) dir.
5. Gosteriniz ki, ax + my = 1 Diyofant denkleminin ¢6ziimiiniin mevcut olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul, @ € U(Z/mZ) olmasidir.
6. TANIM (GRUP): Verilen bir G kiimesi ve G iizerinde taniml bir * iglemi,

(a) Hera,be Giginaxbe G

(b) Her a,b,c € G i¢in (a*xb) xc=ax* (bxc)

(c) Je€eG,axe=€exa=a
(d) Her a € G i¢in b € G; dyle ki, axb=bxa=¢e
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kogullarin1 saghyorsa, G’ye “x” iglemiyle birlikte bir grup adi verilir. Eger “x” iglemi
degismeliyse; yani yukaridaki ozelliklere ek olarak her a,b € G igin a x b = b x a ise,
G’ye degigsmeli grup (veya abelyen grup) adi verilir. Eger G, tizerindeki “x” iglemiyle bir
grupsa, bunu belirtmek i¢in (G, *) notasyonu kullaniyoruz.

Gosteriniz ki, U(Z/mZ), Z/mZ tizerindeki ® iglemiyle birlikte degismeli bir gruptur.

TANIM1: G sonlu bir kiime olmak iizere, (G, %) grubunun | G | ile gosterilen mertebesi
G’nin eleman sayisi olarak tanimlanir.

TANIM2: Verilen bir (G, %) grubunda, bir g € G i¢in ¢g'nin | g | ile gosterilen mertebesi,
g" = e kogulunu saglayan en kiiciik & tamsayisidir.

Eger | G |=nise, her g € G i¢in ¢" = e oldugu bilindigine gore agagidakileri cevaplayiniz.
(a) Her g € G igin, | g |[< n;

(b) Her g € G igin, \an ‘dir.

(c¢) Herhangi bir k pozitif tamsayisi ve her g € G igin

‘ k’ — |g|
ebob(k, |g|)

TANIM 1: Bir H halkasinda, verilen a # 0 elemani1 i¢in, ab = 0 olacak sekilde 0 # b € H
var ise, a’ya H halkasinin sifir bélenidir denir. Eger H’nin hi¢ sifir béleni yoksa, H'ye
sifir bélensizdir denir.

TANIM 2: Birimli, degismeli, sifir bolensiz bir halkaya tamlik bélgesi denir.

TANIM 3: 0 digindaki tiim elemanlar: tersinir olan tamlik bolgelerine cisim adi verilir.
(a) Gosteriniz ki, p asal sayiysa, Z/pZ cisimdir.

(b) Asal olmayan her m pozitif tamsayisi i¢in Z/mZ cisim degildir. Gosteriniz.

ebob(a, m) = 1 olmak iizere agagidakileri kanitlayiniz.
(a) ordp(a)lp(m);
(b) a® =1 (mod m) ancak ve ancak ord,,(a)|k ise;

B ord,,(a)
~ ebob(k, ord,,(a))

(¢) ord,,(a")

Gosteriniz ki, ebob(a, m) = 1 olmak {izere ord,,(a) = ¢(m) olabilmesi igin gerek ve yeter
kosul U(Z/mZ) nin devirli grup olmasi ve (a) = U(Z/mZ) olmasidur.



